GEOMETRIA

1. Ecuacion de la recta que pasa por (1,0,1) y es pardela d plano 2x-3y+z=1y 4d
determinado por los puntos (2,0,0), (0,3,0) y (0,0,1).

2. Volumen dd tetraedro de vértices (1,0,1) y los puntos en que € plano: 2x+6y-4z-12=0
cortaalos ges.

3. Halad punto de interseccion del plano 3x+2y-11z+4 =0y larecta
X=2t
y=1+t
z=t

4. Ecuacion de larecta que pasa por € origen de coordenadas, cortaalarectax = 2t +3,y
=-t-2,z=-1yespaddaa plano x+y+z=1.

5. Hallak paraquery r' sean paraldas.
r X+y+2z-3=0
x-3y+4z=0

r X+y+2kz-4=0
2x+8y+kz+9=0

6. Vector unitarioy pardelo ar:
X+y-z+1=0
-X-y+3z=0

7. Ecuacion de la recta Stuada en @ plano x+2y+z-2 = 0 incidente con P(1,1,-1) y

perpendicular ar:
x=2z-1
y=z+2

8. Ecuacion de larecta que pasapor (1,0,0) y cortaary ar':

- Xx-2 y-5 z-1 re x-1 y-1  z-8
1 3 -2 o -3 2

SOLUCIONES:

1.- (x-1)/20 =y/9 = (z-1)/-13

2-V=70

3.-(4,32 )

4 (Xy ) (01010)+e (31-21-1)

5-k=

6-1 2 (1 -1,0) )

7.- (ﬁ/, =(1,1-)+¢€ (1,1,-3)

8.- ,3y22:0



GEOMETRIA
Cuestiones

a) Producto vectorial. Propiedades.
b) Distancia de punto a plano, deduce laférmula

Problemas:

1.- Hala larecta que pasa por d punto A(1,2,2) y es perpendicular a plano determinado
por las rectas:

] x = -1+ 2 x -1 y-1
roi s®° = =z- 2
|

-z + 3 2 1

<
1

2.- Ecuacion do plano que pasa por (1,0,1) é perpendicular 6 plano © e paralelo rectar:

X -3 y + 2 z
° + + 22+ 2 =0 r° = = =
p-x*y* 2 1 1 3

3.- Hdla € volumen de la piramide de vértices d punto V(4,1,1) y base d tridngulo
A(1,1,3); B(1,0,0); C(1,3,0)

4.- Halad punto smétrico de A(1,2,0) respecto dd plano x+y+z-6 =0

5.- Ecuacion de la recta que pasa por P(1,1,1) y es pardela a plano x+y+3z =0y s
apoyaen larecta

I
o

X + 2y - 2
y - z + 1

—_— ——
1
o

SOLUCIONES:

1- (xy.2) =(1,22) +€ (1,-20) _

2.- (x,y,zg =101 +a(1,1,3) +a(1,1,2)
3.-92u

4.- (34,2

5.- x+y=2; z=1



GEOMETRIA

1.- Definicion de producto mixto de 3 vectores. Propiedades. Interpretacion geométrica.
Distancia de un punto a un plano. Demaostracion.

2.- Dados los planos:
p. ° X+ y+ az= -1
p. ° 2X + ay + z= a

ps ° X+ y-2z=3

a) Estudiar segin los valores de ala posicidn delos 3 planos.
b) En e caso de que determinen unarecta calcular & anhgulo que forman 8,y 0.

3.- Ecuacion del plano perpendicuar a plano x+y+3z = 1y contiene a los puntos P(0,-2,0)

y Q(Z’-2’11)
Areade tridngulo que determina dicho plano d cortar alos g es de coordenadas.

4.- Halar la ecuacion de los planos paralelos a 2x-y+2z=0 que distan 2 unidades ddl punto
P smétrico de (1,1,-1) respecto a plano z-1 = 0.

SOLUCIONES:

2.- a) a=2 Secortan en unarecta
a=-1 0,y 0 son pardelosy 9, los corta
a0-1y a02 se cortan en un punto
b) 90°

3.- x+5y-2z+10=0; A =5 33U

4.- 2x-y+27-1=0; 2x-y+2¥+11=0



GEOMETRIA
1.- Producto vectoria de vectores: concepto e interpretacion geometrica.

2.- Determinar d plano que contiene alarectar y espardelo alarectas.

3- Hdlar la ecuacion de la recta que pasa por € punto (221) y que corta

. X-4 y z+1
perpendmularmerﬁealarectaT = 1 = S

4.- Hdlar la ecuacion del plano que pasa por larectay = 1; 2x + z = 2 y que dista una
unidad del punto (1,2,-1).

5.- Halar d volumen del tetraedro que determina € plano 2x+3y+2z = 6 con los ges
coordenados.

SOLUCIONES:

2.- X-y+1=0
3.-

4.- 2x-2y+z=0
5-90°



GEOMETRIA

1.- @) Digtancia de un punto a unarecta: concepto y deduccion delaférmula
b) Producto mixto de vectores. concepto e interpretacion geométrica.

2.- @) Determinar € plano que contiene alarectar y espardeo alarectas.

b) Halar la ecuacion de la recta que pasa por € punto (221) y que corta
perpendicularmente alarecta 8

3.- Hallar la ecuacion de la recta que pasa por € punto A(2,1,0) y ademas se apoyaen las
rectasry s

4.- @) Hallar la ecuacion del plano que pasa por larectaz = 0; x =y y que dista dos
unidades ddl punto (1,2,1).

b) Halar  volumen dd tetraedro que determina € plano 3x+4y+6z=12 con los ges de
coordenadas.

6.- Determinar "d' para que las rectas r y s estén Situadas en un mismo plano y hdlar la
ecuacion de este plano.

Soluciones;

2.- @) 3x-5y-z+3=0; b) (x-2)/1 = (y-2)/-1 = (z-1)/1
3.- {x+z=2; y=1}

4.- @) Imposible, d(P,r)<2; b) 4 u’

5.-a=-16 7x+y-z=14



GEOMETRIA

1.- 8 Define @ producto escalar de dos vectores. Interpretacion geométrica. Enuncia las
propiedades.

b) Dado € plano Ax+By+Cz+D=0 con vectores directoresu y v ¢Qué angulo forman los
vectoresw=(A,B,C) y d producto vectorid deuy v?

c) Dados 4 puntos de G* ¢Qué condicién deben cumplir para que estén en e mismo plano.

2.- Digancia de un punto a un plano. Demostracion.

a) Halla la distancia del punto P(-1,1,0) d plano que contiene a los puntos Q(1,1,2),
R(3,0,0) y $(-1,-2,0).

b) Halar € volumen de la pirdmide de vérticeslos puntos Q, R, Sy P.

3.- Discutir seglin los vaores de "a' las posiciones rddativas ddl plano 2x+ay+z=1y larecta
r: {x+y-az=3; x-y+z=a-1}

4.- @) Hallala ecuacion de la recta que pasa por P(1,1,-2) y es paradela a los planos 9:x-
2y+27+1=0; 0":x+3y-22-4=0.
b) Hallala ecuacidn dd plano que contiene a ge OX y dista8 unidades del punto (0,10,0)

5.- a) Hdlad angulo que forman € ge OZ con & plano que pasa por € punto (1,0,1) y es
perpendicular alarecta{x=t, y=1, z=3+t}

b) Dada la recta y d plano x-y-z=0. Halla la ecuacion de la

proyeccion de la recta dada sobre € plano.

6.- Halla la ecuacion del plano que pasa por A(0,1,1), es perpendicular a plano x+y-
2z+1=0y paraldo alarecta{x-2y=0; y+z=0}

Soluciones:

2.8 d=2 ) v=4d

3. a=0 6 a=-3 paraeos; aD0y a0-3 se cortan
4. 3) : b) 4y+3z=0

5. a) 45 ; b) {x-y-z=0, x-2y+3z+5=0}
6. 3x-5y-z+6=0



GEOMETRIA

1- a) Digtlanciade un punto a unarecta
b) Producto mixto. Propiedades.

2.- Dadalarectar, determinada por los puntos A(2,1,3) y B(3,4,6). Calcular los puntos de
r tales que su distancia d punto C(3,0,1) es de 3 unidades. Cacular la distancia dd punto C a la

rectar.

3.- Dados los puntos A(2,0,0), B(0,0,0), C(0,1,0) y D(1,1,1). Determina & éangulo
formado por & plano que pasa por los puntos A, By Cy larectaque pasapor Cy D.

4.- @) Ecuaciéon de los planos paraldlos a plano determinado por A(1,0,2) vy la recta

aladistanciade 3 unidades.

b) Simétrico dd punto (2,3,1) respecto de la recta anterior.

Soluciones;

2. (1,-2,0), (40/19,25/19,63/19)
3. 45°
4. a) 01: -2x+y+2z+7=0; 8, -2x+y+22-11=0; b) (0,5,-1)



GEOMETRIA

- Teoria Distancia de un punto a unarecta
- Problemas:

1.- Cdcular d volumen dd tetraedro que tiene por vértices los puntos de interseccion del
plano 8:2x+y-3z=6 con los ges coordenados y €l origen de coordenadas.

2.- @) Punto smétrico dd A(2,0,3) respecto a plano 2x-y+z=1.
b) Punto simétrico del A(2,0,3) respecto alarectax=t; y=2-t; z=2-t.

3.- Posicion relativade los planos:
a) 2x-y+3z=1
a) x+2y-z=-b
a) x+ay-6z=-10

4.- Determinar laperpendicular cominary s

Soluciones;

1-60°

2-a) (-2,2,1); b) (0,2,-1)

3.-a=7y b=3 Secortan en unarecta
a=7y b03 Se cortan dos ados
a07 Se cortan en un punto

4.-



GEOMETRIA
TEORIA:

a) Producto escaar. Definicidn, propiedades e interpretacion geométrica
b) Distancia de un punto a un plano. Deduce laformula.

PRACTICA:

1. Sead plano 8 /x+2y-2z=3. Se pide:
a) Encuentra la ecuacion ddl plano parddo ad y cuyadistanciad origen sea 3.
b) Hallae punto P del plano @ més préximo a origen.

2. Estudia, seguin los valores del pardmetro "a" la posicion relativadel plano O y larectar:
0 / x+ay-z=0 r / 2x+y-az=2
X-y-z=a

3. Halla la distancia entre las rectas r y s 'y la ecuacion de la perpendicular comin a las
mismes

Soluciones;

1. 8) Ouix+2y-22=9, 02 x+2y-22=-9; b) (U32/3-2/3)
2. a=2 larecta esta contenida en e plano; a=-1 paralelos, 802 y aD-1 se cortan

3.d=3;



GEOMETRIA

1. Hallala ecuacion de larecta que pasa por € punto (1,0,-1), esparadlad plano x+y-z=0
e es perpendicular alarecta de interseccion de los planos 3x+z=1 y x+4y+z=-2.

2. Consderamos las rectas de ecuaciones
Se pide:

a) Halan paraquery s sean paradeas. ¢Y paraque sean perpendiculares?
b) Parad vaor de n=2 determinala ecuacion del plano que contiene aambas rectas.

3. @) Producto vectoria de dos vectores. Propiedades.
b) Distancia entre rectas

4. Dadala piramide de vertice V(4,3,-1) y base € pardelogramo ABCD, siendo A(1,1,-1),
B(2,0,-1), C(3,1,-3) y D(2,2,-3). Hdla€ volumen de la pirdmide

5. Ecuacion de larecta que pasa por € punto (-1,0,2) y que se gpoya en las rectas:

Soluciones;

1.

2. @) n=2; n=-1; b) 5x+2y-7z=1
4.V=10/3
5.1 {x+z-1=0, 3x-2y+z+1=0}



GEOMETRIA
1.- Producto vectorial. Propiedades. Expresion anditica. Areadd triangulo.

2.- Hdlar las coordenadas del punto simétrico del punto A(1,2,0) respecto:
a) dd punto (1,0,-2)

b) delarecta
C) del plano y-z+2=0

3.- @) Digtancia de un punto a un plano. Demostracion.
b) Angulo que formalarecta{x-2=0; y-z=0} y d plano y+z-1=0

4.- Dadas las rectas

a) Perpendicular comun
b) Diganciaentre élas

5.- @) Ecuacién de los planos que contienen alarecta

b) Plano que contiene alarecta anterior y dista 3 unidades del punto (1,1,0)

Soluciones;

2.-8) (1,-2,-4); (-1,2,2); (1,-2,4)
3.- 90°

4.- a) ;b)) 5
5.- a) 2x+(3€-1)y-2z=1+5€: b) No existe ese plano

Cdcular:



GEOMETRIA
1.- Producto vectorid de vectores. Interpretacion geométrica. Aplicaciones.

2.- Determinalosvaoresdeay b en los planos.

01: 2x-y+32-2=0; 0,: x-2y+z+b=0; O3: 3x+ay+52-3=0
a) paraque tengan un punto en comun

b) para que pasen por unarecta

C) para que se corten dos a dos en tres paralelas ditintas

3.- Ecuaciones de larecta que pasa por P(1,2,1) y corta perpendicularmente ala recta:

4.- Dadas lasrectas Halar:

a) Pogcion rdativa
b) Diganciaentre dlas

5.- 8 Angulo entre rectay plano. Perpendicul aridad de recta'y plano.
b) Calculad smétrico de P(1,0,1) respecto d plano x-y-z+3=0

Soluciones;

2.-a) a00; b) a=0y b=-1; ¢) a=0y b0-1
3.-

4.- @) Secruzan; b) 2 2
5.-b) (-1,2,3) %



GEOMETRIA

1.- @ Digtancia de un punto a un plano. Demostracion.
b) Producto vectorid y mixto (Definicion o interpretacion geometria de ambos)

2.- Estudiar seglin "d' la posicion de los siguientes planos

3.- @) Discutir segiin "a' laposicion de las rectas:

4.- @ Halar é simétrico del punto (2,1,4) respecto d plano x-y+2z-3=0.
b) Ecuacion dd plano pardelo d plano 2x+y+z+1=0 aladisanciade 6 unidades
%

5.- Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a la recta por €
punto (1,0,1) corténdola.

Soluciones:

2. a=1 coincidentes; a=-2 se cortan dos a dos; a01y ad-2 se cortan en un punto
3. a=-3 se cortan; a0-3 se cruzan

4. a) (0,3,0); b) 81:2x+y+z=5, 8,: 2x+y+z=-7

5. (x-1)/-1=y=(z-1)/2



GEOMETRIA

1.- A) Definicion de producto escdar, expreson anditica en una base ortonormd e
interpretacion geométrica.

Siendo u=(1,2,1), escribir razonadamente un vector ortogonal a u que sea unitario.

B) Definicidn de producto vectorid, expresion anditica e interpretacion geométrica.

2.- Estribir razonadamente:

2-1 Las ecuaciones de dos rectas paraelas.

2-2 Las ecuaciones de dos rectas que se cortan.

2-3 Las ecuaciones de dos rectas que se cruzan.

2-4 Laecuacion de unarectay un plano paraelos.

2-5 Laecuacion de unarectay un plano perpendiculares entre S.
2-6 Las ecuaciones de dos planos perpendiculares.

2-7 Laecuacion de un plano perpendicular d ge OX.

2-8 Laecuacion de un plano que contenga a ge OZ.

3.- Ecuacion de larecta que corta perpendicularmente alarectax=1-€ y=4-€ z=-1+2€ y
que pasa por € punto en € que e plano OXY cortaalarectar:

Angulo que formalarectar del apartado anterior, con € plano x-y-1=0

4.- @) Ecuaciones de |os planos pardeos a 2x-y+2z-4=0 a una distancia de 2 unidades.
b)Simétrico dd punto A(1,1,1), respecto d plano x-y-2z-4=0

Areadd triangulo que forman A, susméricoy € punto (3,1,2).

5- Edudiar la podcion de los planos, segin  d  vdor dd
parametro:
S paradgun vaor de a, determinan una recta, hallense sus ecuaciones paramétricas.

Soluciones;

3. xtl=y-2=2
4. a) 81: 2x-y+22-10=0; 851 2x-y+22+2=0; b) (3,-1,-3)
5. &2 se cortan en unarecta; a02 se cortan en un punto.



GEOMETRIA

1.- @ Digtancia de un punto a un plano. Demostracion.
b) Define producto vectorid. Modulo, direccion y sentido (Sn demostracion). Interpretacion
geométrica. Demostracion.

2.- @ Determinar my n para que |os planos de ecuacion:
X-y+2z=1
xty+z=1
3X-y+tmz=n

Se corten en unarectar.

b) Ecuacion del plano que contiene ar y pasapor d punto P(2,1,1).

3.- ) Halar ladistanciadel punto P(1,2,3) alarecta 2x+3y=21; z=-3
b) Angulo delarectar del apartado A con € plano OXY

4.- @) Hdlar un punto de larectar: x-2 = (y+1)/2 = (z2)/-2 que equidiste de los puntos
A(4,0,-1) y B(2,2,1).
b) Halar las ecuaciones de los planos que contienen d ge OY y disan  dd punto (2,0,1).
%
5.- @) Podgicion dd ge OZ y larecta que pasa por los puntos A(2,2,-1), y B(1,1,1).
b)Distancia entre las dos rectas del apartado anterior.

Soluciones:

2. @) m=5; n=3; b) x-5y+4z-1=0
3.a) d=7; b) a=0°

4. a) (3,1,0); b) 81: x-y=0; 9, x+y=0
5. @) se cortan; b) d=0



GEOMETRIA

1.- 8) Define producto escalar ordinario. Interpretacion geométrica.

b) Define producto vectoria. Modulo, direccion y sentido. Interpretacion geometrica.
c) Define producto mixto. Interpretacidn geométrica.

d) Digtancia de un punto a unarecta.

2.- @) Posicion de lostres planos, segun losvaoresde a
x+ay+z=al
X-2z+1=0
ax+2y-z=0
b) Hdlar € vaor de a, paraque @ angulo que determinalarecta
r: x=1+t; y=1; z=1+t con € plano ax-ay+2z=3 sea de 60

3.- @ Halar un punto de larectar: x+y+2z=1; 2x-y-3z=2 que junto con
A(1,5,1) y B(1,6,-4), determine un triangulo rectangulo en A.
b) Hdlar € areadd tridngulo del gpartado anterior.

4.- @) Ecuacion del plano que contiene alarecta

y es perpendicular a plano OY Z.
b) Ecuacion del plano parddo d plano 4x+3y-1=0 ala distancia 2 unidades.

5.- @ Hdlar a, para que @ plano que pasa por A(aal) y es perpendicular a larectar:
y-2z=3; 2x-y-2z=1 diste ddl origen 3 unidades.

bl) Escribir la ecuacion de un plano que contenga a la recta r dd gpartado anterior.
Razonar larespuesta.

b2) Escribir 1a ecuacion de un plano pardelo alarectar del apartado anterior. Razonar la
respuesta.

Soluciones;

2. a) a=2 se cortan en unarecta; a=-3/2 se cortan dos ados; 802y a0-3/2 se cortan en un
punto. b) a=1

3.3 (1,0,0); b) A =13F

4. @) y+22-3=0; b) O1: 4x+3y-11=0; 8,: 4x+3y+9=0

5.a) a=2



GEOMETRIA

1.- Sear larecta que pasapor € punto A(0,2,0) y tiene como vector director v=(1,1,1).
a) Hdlar & punto P delarectar que esté mas cercadel punto B(2,3,0)
b) Hallar los puntos de r que disten 3 unidades del punto Q(-4,1,-1)

2.- Dadas | as rectas de ecuaciones:

a) Comprobar que son paradas

b) Determinar la distancia entre ellas

¢) Encontrar la ecuacion de un plano perpendicular aellasy que pase por A(2,-1,1)
3.- Interpretaciones geométricas, razonadas, de |os tres productos de vectores.

4.- Determinalaposcion relativa de lasrectasr y s, asi como e dngulo que forman.

b) Halar & volumen que forman & plano x+2y-3z-6=0 con |os ges de coordenadas.

Solucion:

1.-2a) (1,3,1); b) (-1,1,-1), (-3,-1,-3)
2.- b) 3; ¢) x+2y+2z-2=0
4.- a) Se cruzan; 30°% b) 6 U



GEOMETRIA

1.- @ Definicion de producto vectoria. Expresion anditica. Interpretacion geométrica
b) Definicion de producto mixto. Expresion anditica. Interpretacion geométrica

2.- @ Pon un gemplo de un vector ortogond av(1,0,1) y que tenga de médulo la unidad.
b) Encuentra los vectores unitarios que son perpendiculares a v(1,0,1) y forman un éngulo
de60 conw(1,1,1)

3.- @ Estudia, segin los vaores de a, la posicion rdativa de los planos.

b) S en adgun caso determina una recta, escribe |as ecuaciones paramétricas.

4.- d) Hdlala ecuacion del plano que contiene a la recta

y es perpendicular a8: y-z-5=0
b) Calculad angulo queformad con e e OY.

5- Hdla d punto P dmérico dd punto P(221) respecto de la recta

6.- Hdla los puntos de la recta r: {x=2€; y=2€: z=€} cuya digancia d origen de
coordenadas seaigua aladistanciad plano 2x+2y-z+2=0

Soluciones;

2.8)" (U 2,01 2):b)( 204" 3/2, 24)

3. a) a=3 % cortarten unatecta, &3 sdcortan en un punto; b) x=3-€, y=€, z=-€
4. @) x-y-z=0; b) 45°

5. P'=(6,4,-5)

6. P=(2,2,1)



GEOMETRIA

1.- @ Producto escaar. Definicidn, interpretacion geométrica'y expresion anditica
b)Producto vectorid. Definicion (modulo, direccion y sentido), interpretacion geometrica,
expresion anditica.

2.- @ Demuestra que s ay b son dos vectores no nulos taes que |a| = 2Jb| entonces los
vectores at+2b y a2b son ortogonales.

b) La ecuacion Ax+By+Cz+D=0 representa a planos. Explica qué caracterigticas tiene ese
plano en cada uno de estos casos. i) A=0; C=0; ii) D=0

3.- Estudia segun los valores de p laposicion relativa de |as rectas:

4.- @ Halla los puntos de la recta que equidistan de los planos 9:

X+y+z+3=0y 0" x-y+z+5=0
b) Caculad perimetro del triangulo determinado por los puntos de interseccion de 8 con
los g es de coordenadas.

5- Hdla las ecuaciones paramétricas de la proyeccion de la recta

sobre d plano 0: x-2y-3z+1=0

Soluciones:

3. p=-1 pardeas; p=1 se cortan; pO"* 1 se cruzan
4.9 (1,1,0), (-2/3,8/3,-10/3); ) P=9 2
5. x=1-5¢, y=1-4€, z=€ %



Geometria

1.- Dado & plano 9: x+y+1=0y d punto P(1,2,0).

a) Ecuacion cartesianadel plano que pasapor Py espardedo ad.
b) Ecuacion de |arecta que pasa por Py es perpendicular a®.

¢) Angulo que forma e plano dado con & ge OY.

2.- Ecuacion dd plano que contiene alarectar: x-y+1=0; x+2y+z=1y es perpendicular a
plano x+y-z+1=0

3.- Hallar la ecuacion de larecta que pasa por d punto A(3,1,-2) y es pardeaalos planos
X-2y-z+5=0, X+y-z+4=0.

4.- Discutir laposicion de los planos.
X-y+2z=1
kx-2y+2kz=0
(k-1)x+y=1

5.- Producto vectorid.

6.- @) Es posible que @ producto mixto de tres vectores no nulos es cero.
b) Puede ser una recta perpendicular a una recta contenida en & plano y no ser
perpendicular adicho plano.

Soluciones:

1. @) x+y-3=0; b) x-1=y-2=7/0; c) 45°

2. X-y+1=0

3. {x-2y-z-3=0, x+y-z-6=0}

4. k=2 dos planos paralelos y € otro los corta; k=1 se cortan en unarecta; kO1 y k02 se
cortan en un punto.

6.d) Si; b) Si



Geometria

1.- @) Distanciade un punto a un plano (definicion y demostracion) ) )
b) Sabiendo que a.b = |a].|b|.cos(a,b) y que a00 y bO0. Demostrar que (€a).b=€ (a.b).

2.- Hdlad volumen del tetraedro que tiene como vértices los puntos de corte del plano x-
y+2z=6 con |os ges de coordenadas y € origen.

3.- Ecuacion de larecta que pasa por A(1,0,3) y corta perpendicularmente a larecta s. {x-
z=2; y-4z=5}

4.- Estudia la pogicion de larectar: {x-y+z=1; 2x-y+z=-2} y d plano ax-2y+(a1)z=b en
funcion deay b.

5.- Hdlala disanciaentre las rectas:

Soluciones;

2.v=18 ¢’

3. (x-1)/0=y/-1 = (z-3)/4 ) )

4. a=3y b=-1larectaestden d plano; a=3y bO-1 paraelos;, ad3 se cortan
5.d=3



Geometria

1.- @ Producto escdar. Definicion, interpretacion geométricay propiedades.

b) ¢Queé representa en @ espacio un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas y que
rg(A)=2?

¢Qué significa que dos rectas se crucen?

¢Qué condicidn deben cumplir tres vectores de V3 para que su producto mixto sea 0?

¢Queé condicion deben verificar 1os coeficientes de dos planos dados en forma generd para
gue sean paraldas? y ¢para qué sean perpendicul ares?

2.- Cdculad vaor de m paraque lasrectas r y s tengan un punto en comin y en ese caso,
encuentrao:

3.- Halad punto smétrico de A(0,1,2) respecto del plano x-z=0.

4.- Halla las ecuaciones paramétricas de |a recta de interseccion entre & y &, siendo @ ¢
plano que corta d ge OX en @ punto de abscisa 2 y pardelo d plano YZ. @ es & plano que
contiene d punto P(0,1,1) y alarecta

Soluciones:

2.m=36 P(1,-1,0)
3.(2,1,0) )
4. x=2,y=1,z=€



Geometria

1.- Discutir segin los valores dd par&metro "a' la posicion de los tres planos:
ax+y+z=0
X+y-z=a
3x+ay=2

2.- ) Ecuacion dd plano que pasando por A(1,2,3) es pardelo alas rectas:

b) Ecuacion de larecta que pasando por B(1,0,1) es perpendicular a plano:

¢) Ecuacion dd plano que pasa por B(1,0,1) y por larectar: {x+y-z+3=0; 2x-y-2z=0}

3.- Dado d plano de ecuacién: x-2y+3z+6=0. Se pide:

a) Areadd triangulo determinado por € plano dado a ser cortado por |os ges.

b) Angulos del triangulo.

¢) Volumen de tetraedro determinado por € plano dado y los tres planos que determinan la
referencia

4.- Digtancia de un punto a un plano.

5.- Posicion relativa de dos rectas en @ espacio.

Soluciones;

1. a=2 se cortan en unarecta; a=-3 se cortan dos ados; a02 y a0-3 se cortan en un punto
2. @) x+y-3=0; b) (x-1)/3 =y/2 = (z-1)/-1; c) -2x+y+2z=0
3.a) 3 141f; b) 31,95% 68,15°% 79,90° ¢) 6 U’

%



Geometria
CUESTIONES:
1.- Deduce laférmula de la distancia de un punto a un plano, explicando todos |os pasos.

2.- Responde razonando |as siguientes preguntas.

a) ¢Es posible que un plano quede determinado por € punto A(2,5,6) y por los vectores.
v=(2,3,5) y w=(4,-6,-10)?

b) Si unarectar no es perpendicular ni paraelaaun plano &, entonces:
- no es perpendicular a ningunarectadd plano.
- no puede cortar d plano
- Sempre hay en @ unarecta perpendicular ar
- € producto escalar del vector norma a@ y del vector director der es cero.

3- Un ddgema de tres ecuaciones linedes con tres incognitas es compatible e
indeterminado, ¢qué puede afirmarse geométricamente de este hecho?

4.- Unarectay un punto, ¢determinan sempre un plano?
EJERCICIOS:

1.- Ecuacion de larecta que se gpoyaen lasrectasr y sy es pardelaalarectat, sendo:

2.- Volumen de la piramide triangular de base ABC con A(1,1,3), B(2,2,-1), C(2,0,3) y
vérticeV(0,1,2).

3.- Hdlala ecuacion del plano que pasa por € punto (1,0,1), es perpendicular a plano x-
z+1=0y esparado alarecta

Soluciones;

2. @) No; b) sempre hay en @ unarecta perpendicular ar

3. 3 planos que se cortan en una recta. Una rectay un plano estando la recta contenida en
e plano

4. No, s € punto P pertenece alarecta

E.1. {4x+y-z=0, 6x-y-9z+4=0}
E2.V=14
E.3. x+3y+z-2=0



Geometria

1.- 8 Define e producto mixto de tres vectores en (i°. Expresion andlitica. Interpretacion
geométrica.
b) ¢Cuanto vae & producto mixto de tres vectores coplanarios?. Razona la respuesta.

2.- @) Angulo derectay plano.
b) Determina d angulo que forma & plano OXY con la recta que pasa por € origen y es
perpendicular a plano x+z-2=0.

3.- 8 ¢Unarectay un punto determinan un plano?. Razonala respuesta sempre.
b) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por € punto (0,-1,1) y es paraelaalos planos 9:
x+2y-2=0'y d plano 8" determinado por los puntos (1,0,0), (0,2,0), (0,0,-1).

4.- Halar é plano que pasa por € punto (1,1,0) pardelo a la recta { x-y+z=0; 2x-y=0} y
perpendicular a plano OXY.

5-Sea P d punto (1,-3,2) y P & simétrico de P respecto a plano x+y=0 y sea P' €
smétrico de P respecto a punto (2,0,1). Hallar & aea del triangulo por Py P'y d origen de
coordenadas.

6.- Determinar la posicién de lasrectas: 1) { x+y-z=1, X-z+1=0}; s) { 2x+y+3=0, z=3}
b) Halar ladigancia entre éllas
c) Hdlar ladisanciade A(0,4,1) alarectar.

Soluciones;

2. b) 45°

3. x/4 = (y+1)/-2 = (z-1)/3

4. 2x-y-1=0

5 A= 6U; P=(3-12), P'=(1,1,0)
6. Se cfiizan; a) d=3; b) d=2



Geometria

1.- @) ¢Puede haber dos vectores u y v, taes que uv=-3 9 |uF1y [v|=2?. b) Halar un
vector perpendicular au(1,1,2) y av(1,0,2) que sea unitario.

2.- ) Explica razonadamente como hdlarias la distancia de un punto a un plano, utilizando
lainterpretacion geométricade producto mixto.

b) Halar la ecuacion ddl plano que pasa por € punto A(0,-1,4) y es perpendicular a los
planos: : 2x-y-5=0; 0": y+3z-2=0

3.- Dadalarectary d plano O:

Estudiar laposicién der y 9 segiin los valores del pardmetro "m”
Hallar ladisanciaentrery O param=2
Hdlar d d&hgulo que formalarectary d plano OXY

4.- @) Dada la recta halar la ecuacion de la recta que pasa por
P(1,2,1) y corta perpendicularmente ar.

5.- @) ¢Dos rectas pardeas determinan un plano? Razona la respuesta
b) Determinar la distancia que hay desde @ origen de coordenadas d plano determinado

por lasrectas:

Soluciones;

1.8 No;b) " U 5(2,0,-1)
2. b) 3x+6y-2z+1=0 )

3. m=-2 paraldos, m0-2 se cortan; m=2 6 d=0; m=1 6 8=24,09°
4. (x-1)/0 = (y-2)/2 = (z-1)/1

5.8) Si: b) 3



Geometria
1.- Define distancia de un punto a un plano

Deducelaféormula:

2.- Halla las ecuaciones paramétricas de la recta proyeccion de
sobre el plano 8: x-y+z+6=0

3.- Halla la ecuacion de la recta que pasa por P(1,0,3) y corta perpendicularmente a la
rectar: {x-y=1, -y+z=0}

4.- Sealarectar: {2x-y=-2; 3x-y—z:-§ y e plano 8: 2x+ay+2z=5
a) Hala€d vador de"d' paraque"r" y "0" sean paraldos
b) Hallad valor de"a' paraque"r" sea perpendicular a'0"

Soluciones;
2. {x=-13+5€, y=-7+4€, 7=-€}

3.x-1=y =(z-3)/-2
4. a) a=-2; b) a=4



Geometria

1.- Hdla la ecuacion de la recta que pasa por € punto P(1,0,-1), es pardela a plano:
2x+y+z=1Yy es perpendicular alarecta de interseccion de los planos.
2x+z=5
X+2y+z=2

2.- Consideramos | as rectas de ecuaciones

a) Halan paraquery s sean paradéeas. ¢Y paraque sean perpendiculares?
b) Parad vdor de n=-1, determinala ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

3.- @) Producto vectorial de dos vectores. Propiedades.
b) Distancia entre rectas

4.- Dadala pirdmide de vértice B(-2,2,1) y base € paraldlogramo ABCD, sendo A(1,1,2),
B(4,5,2), C(1,1,3). Sepide:

a) Sittiala pirdmide en un sistema de coordenadas cartesianas.

b) Volumen dela pirémide.

5.- Ecuacion de larecta que pasa por € punto (-1,3,1) y que se apoya en las rectas.

Soluciones;

1. (x-1)/1=y/-2=(z+1)/0

2. @) n=-1; n=2; b) 2x+y+1=0
4.b)V =50

5. {-9x+3y+2z-19=0, 4x+y+3z-2=0}



Geometria

TEORIA

1.- Seana, b, c 0 V° donde "." representa e producto escalar y 'H" @ producto vectorid.
Judtifica cudes de las Sguientes expresiones no tienen sentido:

a) a(b.c) b) |a.(bHc)
c)ab+aHc d) | + b.c
e) |[a + (bHc) f) (aHb) . c

2.- ¢Dos rectas en € espacio que no tienen ningdn punto en coman, son necesariamente
paraddas?

3.- Producto escalar. Propiedades.
PRACTICA

1.- Cdculam para que sean coplanarias las Sguientes rectas.

2.- Cdcular d angulo comprendido entre los dos planos que pasando por € (1,1,1),
contieneuno d ge OX y otro a ge OZ.

3.- Halar la ecuacion de la recta que pasa por € punto (1,1,0) y es pardelo d plano 3x-
y+z=2y cortaalarecta{x-y+1=0; x-2y+z=-5}

4.- Hdlar un punto que pertenezca d ge OX y que equidiste de los planos:
0;: 4x-3y-3=0
9,: 2x+2y-z-1=0



Geometria

Teoria
Digtancia de un punto a un plano. Distancia entre planos.

Ejercicios:.

1.- Dado € punto P(1,-1,3) y & plano a:2x-2y+z+2=0. Se pide:
a) Simétrico de Prespectoa@
b) Ecuacion del plano parddo a@ y que dista dos unidades de P

c) Area dd tridngulo que forman los puntos de corte del plano & con los ges de
coordenadas.

2.- Dadas|asrectas: . Sepide:

a) Ecuacion del plano que contieneasy espardelo ar.
b) Ecuacion de larecta que pasapor P(1,1,0) y se gpoyaen lasrectasry s.
) Ecuacion de larectaque cortaar y sy es perpendicular a plano: x+y+z-3=0

Soluciones;

1. @) (-3,3,1); b) 01: 2x-2y+z-1=0; O2: 2x-2y+z-13=0; c) A = 3/2
2. @) x+y-z=0; b) {-bx+y+z+4=0, 5x+y-3z=6}; C) { X-2y+z=2, x-y=3}



Geometria

1.- @) Vector caracteristico de un plano.
b) Producto mixto. Definicion e interpretacion geometrica.

2.- Estudialaposicién relaivade los planos @: x-y-z=4, &: 2x+y+z=2y O: x+2y+2z=-2

3.- Cdculad smétrico del origen de coordenadas respecto alarectar dada por:
2x+y-2=0
x+z-2=0

4.- Caculad volumen dd tetraedro de veértices P(1,0,1) y los puntos en los que € plano de
ecuacion 6x+y+6z-6=0 corta a los ges coordenados.

5.- Hallad vaor de k paraque d triangulo de vértices A(1,-5,k), B(4,-k,1) y C(5,-8,k) sea
rectangulo en A. Caculasu &rea utilizando € concepto de producto vectoria de dos vectores.

Soluciones;

2. Se cortan en unarecta
3.(2,0,2)

4.V =14

5.k=1; A =25/2



Geometria
Teoria: Diganciade un punto aunarecta
Problemas:

1.- Cdcular d volumen de tetraedro que tiene por vértices los puntos de interseccion del
plano 8: x+3y-2z=6 con los ges coordenados y & origen de coordenadas.

2.- @) Punto smétrico del A(2,1,3) respecto ddl plano x+z=3
b) Punto smétrico de A respecto alarecta{x=2+t; y=1+t; z=1}

3.- Posicion relativa de los planos:
a: x-2y+z=b

L y-z=-2

: 2X-ay=-2

Qo Q»

4.- Determina la perpendicular comin ary s.

r x=1-€ s x=-1+a
y:2+é y=1 A
7=2+2€ z=1-2a

Soluciones;

1.60

2.8) A'=(0,1,1); b) A'=(2,1,-1) ) )

3. a=2y b=1 se cortan en unarecta; a=2 y bO1 se cortan dos a dos; a2 se cortan en un
punto

4. x/2 = (y-1)/0 = (z+1)/1



